
流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１／１／３５］３５］

ＣＥＤＥＣ２００ＣＥＤＥＣ２００６６
（（ ＣＥＳＡＣＥＳＡ ＤＥＶＥＬＯＰＥＲＳＣＯＮＦＥＲＥＮＣＥＤＥＶＥＬＯＰＥＲＳＣＯＮＦＥＲＥＮＣＥ ２００２００６６ ））

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）（その２）

２００２００６６年年９９月１日月１日

株式会社株式会社バンダイバンダイナムコナムコゲームスゲームス

新規新規事業開発事業開発室室

馬場馬場 哲治哲治



目次目次

１．セミナーの背景１．セミナーの背景

２．ゲーム技術の鍵２．ゲーム技術の鍵

３．流体力学って何？３．流体力学って何？

４．流体力学の分類４．流体力学の分類

５．ゲーム５．ゲームにに応用応用できるできる流体力学流体力学

①① ２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）

②② ２次元完全流体（２次元完全流体（複素写像関数複素写像関数））

③③ ２次元完全流体（２次元完全流体（有限要素法有限要素法））

④④ ３次元完全流体３次元完全流体（（ BiotBiot--SavartSavartの定理）の定理）

⑤⑤ ２次元粘性流体（Ｎ・Ｓ方程式）２次元粘性流体（Ｎ・Ｓ方程式）

⑥⑥ ３次元粘性流体（Ｎ・Ｓ方程式）３次元粘性流体（Ｎ・Ｓ方程式）

⑦⑦ 海洋波海洋波

⑧⑧ 複合現象（流体、混合、燃焼）複合現象（流体、混合、燃焼）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２（その２）［２／／３５］３５］



セミナーの背景セミナーの背景

①① ゲームの歴史は、新しい技術の導入の歴史ゲームの歴史は、新しい技術の導入の歴史

②② 新しい新しい技術技術で、新しい「遊び」を提案で、新しい「遊び」を提案

③③ ゲームメーカならではのオリジナリティのあるゲームメーカならではのオリジナリティのある

技術でゲーム産業を活性化技術でゲーム産業を活性化
④④ ゲームの対象は森羅万象。他分野の技術ゲームの対象は森羅万象。他分野の技術

（理学、工学、心理学、医学、（理学、工学、心理学、医学、etcetc）を積極的に）を積極的に
学び、活かすスキルが求められている学び、活かすスキルが求められている

⑤⑤ 流体力学を使う物理エンジンの出現流体力学を使う物理エンジンの出現
（中身を知れば、応用も可能）（中身を知れば、応用も可能）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３（その２）［３／／３５］３５］



①① 高速性高速性

ゲームの基本はインタラクティブ性ゲームの基本はインタラクティブ性

非リアルタイム・ゲームでもスピードは重要非リアルタイム・ゲームでもスピードは重要

→→ 物理シミュレーションといえど、リアルタイム物理シミュレーションといえど、リアルタイム

処理できなければ、使い物にならない処理できなければ、使い物にならない

②② シンプルな操作性シンプルな操作性

プレイヤーがゲームに集中できるように、プレイヤーがゲームに集中できるように、

シンプルかつ分かり易い入力操作シンプルかつ分かり易い入力操作
→→ 物理シミュレーションであれば、少ないパラ物理シミュレーションであれば、少ないパラ

メータで表現、コントロールも可能メータで表現、コントロールも可能

ゲーム技術の鍵ゲーム技術の鍵

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［４（その２）［４／／３５］３５］



①① 数学から見ると（超難問！）数学から見ると（超難問！）

・・ 歴史上の物理数学者（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ，Ｌａｇｒａｎｇｅ，歴史上の物理数学者（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ，Ｌａｇｒａｎｇｅ，

Ｅｕｌｅｒ，Ｅｕｌｅｒ，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ，Ｎａｖｉｅｒ，Ｓｔｏｋｅｓ，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ，Ｎａｖｉｅｒ，Ｓｔｏｋｅｓ， ・・・・ ・・）・・）はは、、

流体力学を発展させたが、あの高名な流体方程式流体力学を発展させたが、あの高名な流体方程式

（（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）は世界十大難問のひとつＮａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）は世界十大難問のひとつ

米国クレイ数学研究所が米国クレイ数学研究所が100100万ドルの懸賞金提供万ドルの懸賞金提供もも

②②物理学物理学から見るとから見ると （自然現象の理解！）（自然現象の理解！）

・・ 連続物体（水流、渦、波、台風、・・・）の移動現象連続物体（水流、渦、波、台風、・・・）の移動現象

（質量、運動量、エネルギー）を取り扱う力学だが、（質量、運動量、エネルギー）を取り扱う力学だが、

現象ごとの物理の理解が求められる現象ごとの物理の理解が求められる

流体力学って何？流体力学って何？ （１／２）（１／２）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［５（その２）［５／／３５］３５］



もっと簡単な式で流体を表現したい！もっと簡単な式で流体を表現したい！
（このセミナーの目的）（このセミナーの目的）

平岡、田中著「移動現象論」平岡、田中著「移動現象論」朝倉書店より朝倉書店より

③流体力学（移動現象）表す式は、こんな式③流体力学（移動現象）表す式は、こんな式

流体力学って何？（２／２）流体力学って何？（２／２）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［６（その２）［６／／３５］３５］



①① ２次元流体（軸対称流体も含む）２次元流体（軸対称流体も含む）⇔⇔ ３次元流体３次元流体

２次元流体をうまく２次元流体をうまく見せれば、見せれば、 ３次元流体３次元流体にも見えるにも見える

３次元流体は、計算コストが高い３次元流体は、計算コストが高い

②② 非粘性流体（完全流体）非粘性流体（完全流体）⇔⇔ 粘性流体粘性流体

非粘性流体非粘性流体（完全流体）（完全流体）でも流体らしく表現でも流体らしく表現可能可能

粘性現象は局部的（壁近傍など）、大局的には非粘性粘性現象は局部的（壁近傍など）、大局的には非粘性

③③ 定常流体定常流体 ⇔⇔ 非定常流体非定常流体

非定常流体は、計算コストが高い非定常流体は、計算コストが高い

定常流体をうまく処理すれば非定常流体に見える定常流体をうまく処理すれば非定常流体に見える

（ゲームのインタラクティブ性表現には必須？）（ゲームのインタラクティブ性表現には必須？）

④④ 非圧縮性流体非圧縮性流体 ⇔⇔ 圧縮性流体圧縮性流体

航空力学は非圧縮流体が対象、ゲームはこれから？航空力学は非圧縮流体が対象、ゲームはこれから？

流体力学の分類（１／３）流体力学の分類（１／３）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［７（その２）［７／／３５］３５］



⑤⑤ ニュートン流体（水）ニュートン流体（水）⇔⇔ 非ニュートン流体（血液、溶岩）非ニュートン流体（血液、溶岩）

非ニュートン流体の流体力学は未解明非ニュートン流体の流体力学は未解明

⑥⑥ 層流層流（乱れのない流れ）（乱れのない流れ）⇔⇔ 乱流乱流（乱れ、不安定な流れ）（乱れ、不安定な流れ）

Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式でＮａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式ではは乱流現象を表現でき乱流現象を表現できないない

（Ｒｅｙｎｏｌｄｓ応力がＮ・Ｓ方程式に追加）（Ｒｅｙｎｏｌｄｓ応力がＮ・Ｓ方程式に追加）

⑦⑦ 単体現象単体現象（流体）（流体）⇔⇔ 複合現象（流体、混合、燃焼）複合現象（流体、混合、燃焼）

複合現象（流体、混合、燃焼）は、複合現象（流体、混合、燃焼）は、計算コストが高い計算コストが高い

パーティクル・システムの応用パーティクル・システムの応用もあるもある

⑧⑧ 自由界面なし（内部流体）自由界面なし（内部流体） ⇔⇔ 自由界面あり（波）自由界面あり（波）

波の変形（砕波、屈折、回折）は海岸工学波の変形（砕波、屈折、回折）は海岸工学

造波（Ｒａｄｉａｔｉｏｎ／Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ）は船舶海洋工学造波（Ｒａｄｉａｔｉｏｎ／Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ）は船舶海洋工学

流体力学の分類（２／３）流体力学の分類（２／３）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［８（その２）［８／／３５］３５］



⑨⑨ 連続流体連続流体 ⇔⇔ 不連続流体不連続流体

特殊流体問題（砕波、越波、雪崩）は、特殊流体問題（砕波、越波、雪崩）は、
従来の解法（ポテンシャル論、差分法、有限要素法）で従来の解法（ポテンシャル論、差分法、有限要素法）で
は解けない。新しい解法（粒子法、・・・）の出現は解けない。新しい解法（粒子法、・・・）の出現

流体力学の分類（３／３）流体力学の分類（３／３）

粒子法（粒子法（東大東大越塚研究室越塚研究室のＨＰよりのＨＰより））
http://mps.q.t.uhttp://mps.q.t.u--tokyo.ac.jptokyo.ac.jp//

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［９（その２）［９／／３５］３５］



①① ２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）

・・ 揺動回転揺動回転円柱の流れ場円柱の流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

・・ 壁と円柱に沿った壁と円柱に沿った複数渦の流れ場複数渦の流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

②② ２次元完全流体（複素２次元完全流体（複素写像変換写像変換））

・・ JoukowskiJoukowski変換による変換による翼の流れ場翼の流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

・・ 拡張拡張Lewis FormLewis Form変換変換による円柱のによる円柱の流れ場流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

③③ ２次元完全流体（２次元完全流体（有限要素法有限要素法））

・・ 循環流循環流（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））
④④ ３次元完全流体３次元完全流体（（BiotBiot--SavartSavartの定理）の定理）

・・ Vortex RingVortex Ring【【空気砲空気砲】】（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

ゲームゲームにに応用応用できるできる流体力学（１／２）流体力学（１／２）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１００／／３５］３５］



⑤⑤ ２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）
・・ ゲーム（ＳｗｉＱ）ゲーム（ＳｗｉＱ）（（ ビデオ上映ビデオ上映 ））
・・ ゲーム（ＪｅｔＦｉｎｇｅｒ）ゲーム（ＪｅｔＦｉｎｇｅｒ）（（ ビデオ上映ビデオ上映 ））

⑥⑥ ３次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）３次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）
・・ 竜巻のシミュレーション竜巻のシミュレーション（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

⑦⑦ 海洋波海洋波

・・ 短波頂不規則波のシミュレーション短波頂不規則波のシミュレーション

ＩＳＳＣＩＳＳＣ(International Ship Structure Congress)(International Ship Structure Congress)
波スペクトラル波スペクトラル（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

⑧⑧ 複合現象（流体、混合、燃焼）複合現象（流体、混合、燃焼）
・・ 炎と流体映像制作ソフト炎と流体映像制作ソフト（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

ゲームゲームにに応用応用できるできる流体力学流体力学（２／２）（２／２）

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１１１／／３５］３５］



２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）
完全流体とは、非圧縮、粘性なし、粒子が非回転の流体完全流体とは、非圧縮、粘性なし、粒子が非回転の流体

⇒簡単な流れ場を⇒簡単な流れ場を複素ポテンシャル関数で表現可能複素ポテンシャル関数で表現可能
複素ポテンシャル関数複素ポテンシャル関数==速度ポテンシャル関数速度ポテンシャル関数 + + ｉｉ **流れ関数流れ関数

Ｗ（ｚ）Ｗ（ｚ） == φφ（（xx，ｙ），ｙ） + + ｉｉ * * ψψ（（xx，ｙ），ｙ）

(1) (1) 平行流平行流【【最も簡単な複素ポテンシャル関数最も簡単な複素ポテンシャル関数】】

速度速度ポテンシャル関数ポテンシャル関数
流れ関数流れ関数

XX

YY

、複素ポテンシャル関数：W(Z) 　( Z = X + i * Y = r * ei * θ )

W(Z) = Z

        = φ + i * ψ

複素ポテンシャル関数：φ、流れ関数：ψ

φ = X  

ψ = Y

流速：V(Vｘ、Vy)

Vx - i * Vy = 
dZ

dW
 = 1

Vx = 1

Vy = 0

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１２２／／３５］３５］



２次元完全流体（複素ポテンシャル論）

φ=const.
（等ポテンシャル線）

ψ=const.
（流線） ψ=const.

（流線）

φ=const.
（等ポテンシャル線）

ψ=const.
（流線）

φ=const.
（等ポテンシャル線）

(2)吹出し(吸込み) (3)循環流 (4)二重吹出し

複素ポテンシャル関数：W(Z)、　( Z = X + i * Y = r * ei *θ )

W(Z) = m * log(Z)

        = φ + i * ψ

複素ポテンシャル関数：φ、流れ関数：ψ

φ = m * log(r)  

ψ = mθ

流速：V(Vｘ、Vy)=V(Vr、Vθ)

Vr - i * Vθ = e
i *θ

dZ

dW
 = ei *θ

Z

m
 = 

r

m

Vr = r

m

Vθ = 0 

複素ポテンシャル関数：W(Z)、　( Z = X + i * Y = r * ei *θ )

W(Z) = i *κ* log(Z) 

        = φ + i *ψ

複素ポテンシャル関数：φ、流れ関数：ψ

φ = -κ*θ

ψ = κ* log(r)

流速：V(Vｘ、Vy)=V(Vr、Vθ)

Vr - i * Vθ = e
i *θ

dZ

dW
 =  ei *θ

Z

i *κ
 = 

r

i *κ

Vr  = 0

- Vθ = r

κ

複素ポテンシャル関数：W(Z)、　( Z = X + i * Y = r * ei *  θ )

W(Z) = 
Z

a

             = φ + i  * ψ

複素ポテンシャル関数：φ、流れ関数：ψ

φ = 
X2+Y2

ax

ψ = 
X2+Y2

- ay

流速：V(Vｘ、Vy)=V(Vr、Vθ)

Vx - i * Vy = 
dZ

dW
 = - 

Z2

a
 = - 

( X2+Y2)
2

a( X2-Y2-i * 2XY)

Vx = - ( X2+Y2) 2
a( X2-Y2)

Vy = - 
( X2+Y2)

2

2aXY

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１３３／／３５］３５］



①①--1 1 揺動回転揺動回転円柱の流れ場円柱の流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

複素ポテンシャル関数：複素ポテンシャル関数：W(Z)W(Z)

UU：流れの速さ、：流れの速さ、αα：流れの角度、：流れの角度、κκ：渦の強さ：渦の強さ

bb：円柱の半径、：円柱の半径、zz00：円柱の中心位置：円柱の中心位置

２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）

W(Z) = U * 
e i *α

Z-Z0
＋

Z－Z０

b2e i *α

 + i * κ* l og(Z-Z0)

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１４４／／３５］３５］



①①--2 2 揺動回転揺動回転円柱の流れ場円柱の流れ場（理論式）（理論式）

２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）

、複素ポテンシャル関数：W(Z) 　( Z = X + i * Y = r * ei *  θ )

W(Z) = U * 
e i *α

Z-Z0
＋

Z－Z０

b2e i *α

 + i * κ* l og(Z-Z0)

ただし、U：流れの速さ、α：流れの角度、κ：渦の強さ

　　　　　ｂ：円柱の半径、Z0：円柱の中心位置

流速：V(Vｘ, Vy)

Vx - i * Vy = dZ

dW
 = U * 

ei *α

1
 - 

( Z-Z0)
2  

b2ei *α

 + i *κ* 
Z

1

Vx = U * cosα - 

( X1
2+Y1

2
)
2
+4X1

2Y1
2

b2

{ ( X1
2-Y１

２
) *cosα + 2X1Y1*sinα} + 

X1
2 + Y1

2

κ*Y1

Vy = U * sinα + 

( X1
2+Y1

2
)
2
+4X1

2Y1
2

b2

{ ( X1
2-Y１

２
) *sinα - 2X1Y1*cosα} - 

X1
2 + Y1

2

κ*X1

ただし、X1 = X-X0、Y1 = Y-Y0

揺動回転円柱の流れ場のパーティクルの動き：

Zｐ(t) (Xp(t) , Yp(t)）→Zp(t+Δt) ( Xp(t+Δt) , YP(t+Δt) )

Xp(t+Δt) = Xp(t) + Vx(t) * Δt

Yp(t+Δt) = Yp(t) + Vy(t) * Δt

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１５５／／３５］３５］



２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）
②②--11 壁と円柱に沿った壁と円柱に沿った複数渦の流れ場複数渦の流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

複素ポテンシャル関数：W(Z)、( Z = X + i * Y = r * ei *θ)

W(Z) = ∑
p =  1

4

( -1)
p-1

 * i *κa* log( Z-Zap)  + ( -1)
p 
 * i * κa * log( Z- Z

*
ap)

+ ∑
p =  1

4

( -1)
b-1

 * i *κb* log( Z-Zbp)  + ( -1)
p 
 * i * κb * log( Z- Z

*
bp)

ここで、Za1、Zb1：Z平面の第１象限にある渦a、bの位置、κa、κb：渦a、bの強さ

Zap (p = 2～4)：Z平面の第2～4象限にある渦aの壁面の鏡像渦の位置

Z*
ap (p = 1～4)：Z平面の第1～4象限にある渦aの円柱内の鏡像渦の位置

Vθ

ｒ

Vθ = 
r

κ

rRANKINE

Vθ = 
( rRANKINE)

2

κr

循環流とランキン渦の回転速度

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１６６／／３５］３５］



２次元完全流体（複素ポテンシャル論）２次元完全流体（複素ポテンシャル論）
②②--22 壁と円柱に沿った壁と円柱に沿った複数渦の流れ場複数渦の流れ場（（理論式理論式））

複素ポテンシャル関数：W(Z)、( Z = X + i * Y = r * ei *θ)

W(Z) = ∑
p =  1

4

( -1)
p-1

 * i *κa* log( Z-Zap)  + ( -1)
p 
 * i * κa * log( Z- Z

*
ap)

+ ∑
p =  1

4

( -1)
b-1

 * i *κb* log( Z-Zbp)  + ( -1)
p 
 * i * κb * log( Z- Z

*
bp)

        = φ + i * ψ

    Za1 , Zb1：Z平面の第１象限にある渦a, bの位置、κa, κb：渦a, bの強さ

Za1 = Xa + i * Ya = ra * e
i *  θ

a、Zb1 = Xb + i * Yb = rb * e
i *  θ

b

Zap (p = 2～4)：Z平面の第2～4象限にある渦aの壁面の鏡像渦の位置

,  Za2  = - Xa + i * Ya = ra * e
i *  (π-θ

a
) Zｂ2 = - Xb + i * Yb = rb * e

i *  (π-θ
b
)

,  Za3  = - Xa - i * Ya = ra * e
i *  (π+θa) Zb3  = - Xb - i * Yb = rb * e

i *  (π+θb)

, Za4  = + Xa - i * Ya = ra * e
i *  (2π-θa) Zb4 = + Xb - i * Yb = rb * e

i *  (2π-θb)

Z*
ap (p = 1～4)：Z平面の第1～4象限にある渦aの円柱内の鏡像渦の位置

,        Z*
a1  = 

ra

r0
2

 * e i *  θ
a Z*

b1  = 
rb

r0
2

 * e i *  θ
b

,   Z*
a2  = 

ra

r0
2

 * e i * (π-θ
a
) Z*

b2  = 
rb

r0
2

 * e i * (π-θ
b
)

,   Z*
a3  = 

ra

r0
2

 * e i * (π+θ
a
) Z*

b3  = 
rb

r0
2

 * e i * (π+θ
b
)

,  Z*
a4  = 

ra

r0
2

 * e i * (2π-θ
a
) Z*

b4 = 
rb

r0
2

 * e i * (2π-θ
b
)

r0：円柱の半径

流速：V(Vｘ, Vy)

Vx - i * Vy = 
dZ

dW
 = ∑

p =  1

4

( -1)
p-1

 * i *κa* 
Z-Zap

1
 + ( -1)

p 
 * i * κa*

Z-Zap
*

1
 

+ ∑
p =  1

4

( -1)
b-1

 * i *κb* 
Z-Zbp

1
 + ( -1)

p 
 * i * κb * 

Z-Zbp
*

1

は、

但し、 ( X-Xap)
2
+( Y-Yap)

2
≦ rRANK INE、または ( X-Xbp)

2
+( Y-Ybp)

2
≦ rRANKINE 

　(p = 1～4)の時
Z-Zap

1
を

( rRANKINE)
2

Z-Zap
、または、

Z-Zbp

1
を

( rRANKINE)
2

Z-Zbp
に置き換

えて計算する。

渦aの移動速度：Va(Vaｘ, Vay)

Vax - i * Vay = ∑
p =  2

4

( -1)
p-1

 * i *κa* 
Za1-Zap

1
 + ( -1)

p 
 * i * κa*

Za1-Zap
*

1
 

+ ∑
p =  1

4

( -1)
b-1

 * i *κb* 
Za1-Zbp

1
 + ( -1)

p 
 * i * κb * 

Za1-Zbp
*

1

、

但し、 ( Xa1-Xap)
2
+( Ya1-Yap)

2
≦ rRANK INE、または、 ( Xa1-Xbp)

2
+( Ya1-Ybp)

2
≦ 

rRANK INE (p = 1～4)の時
Za1-Zap

1
を

( rRANK INE)
2

Za1-Zap
、または、

Za1-Zbp

1
を

( rRANK INE)
2

Za1-Zbp

に置き換えて計算する。

渦bの移動速度：Vb(Vbｘ, Vby)

Vbx - i * Vby = ∑
p =  1

4

( -1)
p-1

 * i *κa* 
Zb1-Zap

1
 + ( -1)

p 
 * i * κa*

Zb1-Zap
*

1
 

+ ∑
p =  2

4

( -1)
b-1

 * i *κb* 
Zb1-Zbp

1
 + ( -1)

p 
 * i * κb * 

Zb1-Zbp
*

1

、

但し、 ( Xb1-Xap)
2
+( Yb1-Yap)

2
≦ rRANK INE、または、 ( Xb1-Xbp)

2
+( Yb1-Ybp)

2
≦ 

rRANK INE　(p = 1～4)の時
Zb1-Zap

1
を

( rRANK INE)
2

Zb1-Zap
、または、

Zb1-Zbp

1
を

( rRANKINE)
2

Zb1-Zbp

に置き換えて計算する。

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１７７／／３５］３５］



２次元完全流体（複素２次元完全流体（複素写像変換写像変換））

①①--11 JoukowskiJoukowski変換による変換による翼の流れ場翼の流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

揺動回転円柱の流れ場の揺動回転円柱の流れ場の複素ポテンシャル関数：複素ポテンシャル関数：

複素複素写像変換（Ｊｏｕｋｏｗｓｋｉ変換）写像変換（Ｊｏｕｋｏｗｓｋｉ変換）

翼の流れ場の翼の流れ場の複素ポテンシャル関数：複素ポテンシャル関数：

W(Z) = U * 
e

Z-Z
＋

Z－Z

b e
 + i * κ* log(Z-Z )

i *α

0

０

2 i *α

0

ζ= Z + 
Z

a2

ξ= X + 
X2 + Y2

a2X

η= Y - 
X2 + Y2

a2Y

ここで、a：Joukowski変換パラメータ

　　W(ζ)、　( ζ = ξ + i * η )

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１８８／／３５］３５］



２次元完全流体（２次元完全流体（複素複素写像変換写像変換））

①①--2 2 JoukowskiJoukowski変換による変換による翼の流れ場翼の流れ場（（理論式理論式））
揺動回転円柱の流れ場の複素ポテンシャル関数：W(Z)、　( Z = X + i * Y = r * ei * θ )

W(Z) = U * 
ei *α

Z-Z0
＋

Z－Z０

b2ei *α

 + i * κ* log(Z-Z0)

ただし、U：流れの速さ、α：流れの角度、κ：渦の強さ

　　　　　ｂ：円柱の半径、Z0：円柱の中心位置

揺動回転円柱の流れ場のパーティクルの動き：?

Zｐ(t) (Xp(t) , Yp(t)）→Zp(t+Δt) ( Xp(t+Δt) , YP(t+Δt) )

Xp(t+Δt) = Xp(t) + Vx(t ) * Δt

Yp(t+Δt) = Yp(t ) + Vy(t ) * Δt

Vx = U * cosα - 

( X1
2+Y1

2
)
2
+4X1

2Y1
2

b2

{ ( X1
2-Y１

２
) *cosα + 2X1Y1*sinα} + 

X1
2 + Y1

2

κ*Y1

Vy = U * sinα + 

( X1
2+Y1

2
)
2
+4X1

2Y1
2

b2

{ ( X1
2-Y１

２
) *sinα - 2X1Y1*cosα} - 

X1
2 + Y1

2

κ*X1

ただし、X1 = X-X0, Y1 = Y-Y0

翼の流れ場の複素ポテンシャル関数：W(ζ)、　( ζ = ξ + i * η )

翼の流れ場のパーティクルの位置：ζｐ（ξp, ηp）

ζｐ = Zp + 
Zp

a2

、　（a：Joukowski変換のパラメータ）

ξp = Xp + 
Xp

2 + Yp
2

a2Xp

ηp = Yp - 
Xp

2 + Yp
2

a2Yp

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［（その２）［１１９９／／３５］３５］



２次元完全流体（複素２次元完全流体（複素写像変換写像変換））

②②--1 1 拡張拡張Lewis FormLewis Form変換の変換の流れ場流れ場（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

揺動回転円柱の流れ場の揺動回転円柱の流れ場の

複素ポテンシャル関数：複素ポテンシャル関数：

複素複素写像変換（写像変換（拡張拡張Lewis FormLewis Form変換）変換）

拡張拡張Lewis FormLewis Form変換の変換の流れ場流れ場のの

複素ポテンシャル関数：複素ポテンシャル関数：

W(Z) = U * 
e

Z-Z
＋

Z－Z

b e
 + i * κ* log(Z-Z )

i *α

0

０

2 i *α

0

　　W(ζ)、　( ζ = ξ + i * η )

ζ= M *  Z + 
 Z

a1
 + 

Z2

a2
 + 

Z3

a3
 + 

Z4

a4
 + 

Z5

a5
 

ξ= M * r cosθ+
r

a1
 cosθ+

r2

a2
 cos2θ+

r3

a3
 cos3θ+

r4

a4
 cos4θ+

r5

a5
 cos5θ  

η= M * r sinθ-
r

a1
 sinθ-

r2

a2
 sin2θ-

r3

a3
 sin3θ-

r4

a4
 sin4θ-

r5

a5
 sin5θ  

ここで、M、a1、a2、a3、a4、a5は、

拡張Lewis Form変換のパラメータ

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２０（その２）［２０／／３５］３５］



２次元完全流体（複素２次元完全流体（複素写像変換写像変換））

②②--2 2 拡張拡張Lewis FormLewis Form変換の変換の流れ場流れ場（（理論式理論式））
揺動回転円柱の流れ場の複素ポテンシャル関数：W(Z)、　( Z = X + i * Y = r * ei * θ )

W(Z) = U * 
ei *α

Z-Z0
＋

Z－Z０

b2ei *α

 + i * κ* log(Z-Z0)

ただし、U：流れの速さ、α：流れの角度、κ：渦の強さ

　　　　　ｂ：円柱の半径、Z0：円柱の中心位置

揺動回転円柱の流れ場のパーティクルの動き：

Zｐ(t) (Xp(t) , Yp(t)）→Zp(t+Δt) ( Xp(t+Δt) , YP(t+Δt) )

Xp(t+Δt) = Xp(t) + Vx(t ) * Δt

Yp(t+Δt) = Yp(t ) + Vy(t) * Δt

Vx = U * cosα - 

( X1
2+Y1

2
)
2
+4X1

2Y1
2

b2

{ ( X1
2-Y１

２
) *cosα + 2X1Y1*sinα} + 

X1
2 + Y1

2

κ*Y1

Vy = U * sinα + 

( X1
2+Y1

2
)
2
+4X1

2Y1
2

b2

{ ( X1
2-Y１

２
) *sinα - 2X1Y1*cosα} - 

X1
2 + Y1

2

κ*X1

ただし、X1 = X-X0, Y1 = Y-Y0

拡張Lewis Form変換の複素ポテンシャル関数：W(ζ)、　( ζ = ξ + i * η )

拡張Lewis Form変換の流れ場のパーティクルの位置：ζｐ（ξp, ηp）

ζp= M *  Zp + 
 Zp

a1
 + 

Zp
2

a2
 + 

Zp
3

a3
 + 

Zp
4

a4
 + 

Zp
5

a5
 

ξp= M * rp cosθp+
rp

a1
 cosθp+

rp
2

a2
 cos2θp+

rp
3

a3
 cos3θp+

rp
4

a4
 cos4θp+

rp
5

a5
cos5θp

ηp= M * rp sinθp-
rp

a1
 sinθp-

rp
2

a2
 sin2θp-

rp
3

a3
 sin3θp-

rp
4

a4
 sin4θp-

rp
5

a5
 sin5θp  

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２１（その２）［２１／／３５］３５］



２次元完全流体（２次元完全流体（有限要素法有限要素法））
流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２２（その２）［２２／／３５］３５］

 
∂X2

∂2ψ
+ 

∂Y2

∂2ψ
 = 0 （X, Y)∈D

ψ(X, Y)=ψ*         （X, Y)∈C1

∂n

∂ψ
=

∂n

∂ψ

*
         （X, Y)∈C2

境界条件：C2

∂n

∂ψ
=

∂n

∂ψ

*

境界条件：C1
ψ(X, Y)=ψ*

①①--11 循環流循環流（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

流れ関数流れ関数：： ψψによる流れ場の定式化による流れ場の定式化

有限要素法による流れ場の解法有限要素法による流れ場の解法

流れ場の流れ場の

シミュレーションシミュレーション

Vx = 
∂Y

∂ψ
、Vｙ ＝ - 

∂X

∂ψ



２次元完全流体（２次元完全流体（有限要素法有限要素法））

①①--22 循環流循環流（（ 流れ関数の流れ関数の理論式理論式））
流れ関数：ψ=ψ (X , Y )による、流れ場の定式化

(1 )  流れ関数：ψによる、速度：V(V x , V y)の定義：

　

Vx =  
∂ Y

∂ψ
、Vｙ ＝  -  

∂ X

∂ψ
                                                                  (1 )

：(2 )  流体の連続条件 ：
∂X

∂Vx
 +  

∂ Y

∂Vy
 =  0

∂ X

∂Vx
 +  

∂ Y

∂Vy
 =  

∂ X

∂
∂Y

∂ψ

 +  
∂ Y

∂ -
∂X

∂ψ

 =  
∂ X ・∂Y

∂ 2ψ
 -  

∂ X ・∂Y

∂ 2ψ
 =  0         ( 2 )

となり、流れ関数：ψは、流体の連続条件：
∂X

∂Vx
 +  

∂ Y

∂Vy
 =  0  を満足する。

  (3 ) 完全流体の渦なし流れ条件：
∂X

∂Vy
-  

∂ Y

∂Vx
 =  0

 流れ関数：ψは、完全流体の渦なし流れ条件：
∂X

∂Vy
-  

∂ Y

∂Vx
 =  0  から

　
∂X

∂Vy
 -  

∂ Y

∂Vx
 =  

∂ X

∂ -
∂X

∂ψ

 -  
∂ Y

∂
∂Y

∂ψ

 =  -  
∂ X 2

∂ 2ψ
+

∂Y2

∂ 2ψ
 =  0   　 　　　 (3 )

 となり、流れ関数：ψ=ψ (X , Y )は、ラプラスの式：
∂X 2

∂ 2ψ
+ 

∂ Y2

∂ 2ψ
 =  0　を満足する必要

がある。　

(4 )  流れ関数：ψによる、流線の表現：

流れ関数：ψ=const .は、　

dψ  =  
∂ X

∂ψ
dX  +  

∂ Y

∂ψ
dY =  -V ydX  +  V xdY =  0

dX

dY
=

V x

V y
                                                                                     (4 )

となり、流れに沿った流線をあらわす。

(5 )  流れ関数：ψによる、流量の表現：

２本の流線の間の流量：dqは、

dq=V xdY-V ydX =
∂ Y

∂ψ
dY+

∂X

∂ψ
dX =dψ                                                (5 )

となるため、流れ関数：ψ (Z )の差が流量をあらわす。

流れ関数：ψによる、流場の表現

 
∂X 2

∂ 2ψ
+ 

∂ Y2

∂ 2ψ
 =  0 （X , Y )∈D

ψ (X , Y )=ψ *         （X , Y )∈C 1

        （X , Y )∈C 2
∂ n

∂ψ
=

∂n

∂ψ

*

ψ (X , Y )  =  ψ 0 (X 0 , Y 0 )
(X 0 -X 1 ) (X 0 -X 2 ) (Y 0 -Y1 ) (Y 0 -Y2 )

(X -X 1 ) (X -X 2 ) (Y-Y1 ) (Y-Y2 )

+  ψ 1 (X 1 , Y 1 )
(X 1 -X 2 ) (X 1 -X 3 ) (Y1 -Y2 ) (Y1 -Y3 )

(X -X 2 ) (X -X 3 ) (Y-Y2 ) (Y-Y3 )

+  ψ 2 (X 2 , Y 2 )
(X 2 -X 3 ) (X 2 -X 0 ) (Y2 -Y3 ) (Y2 -Y0 )

(X -X 3 ) (X -X 0 ) (Y-Y3 ) (Y-Y0 )

∂ X

∂ψ
 =  ψ 0 (X 0 , Y 0 )

(X 0 -X 1 ) (X 0 -X 2 ) (Y0 -Y1 ) (Y0 -Y2 )

( 2X -X 1 -X 2 ) (Y-Y1 ) (Y-Y2 )

+  ψ 1 (X 1 , Y 1 )
(X 1 -X 2 ) (X 1 -X 3 ) (Y1 -Y2 ) (Y1 -Y3 )

(2X -X 2 -X 3 ) (Y-Y2 ) (Y-Y3 )

+  ψ 2 (X 2 , Y 2 )
(X 2 -X 3 ) (X 2 -X 0 ) (Y2 -Y3 ) (Y2 -Y0 )

( 2X -X 3 -X 0 ) (Y-Y3 ) (Y-Y0 )

=  -  V y

∂ Y

∂ψ
 =  ψ 0 (X 0 , Y 0 )

(X 0 -X 1 ) (X 0 -X 2 ) (Y0 -Y1 ) (Y0 -Y2 )

(X -X 1 ) (X -X 2 ) ( 2Y-Y1 -Y2 )

+  ψ 1 (X 1 , Y 1 )
(X 1 -X 2 ) (X 1 -X 3 ) (Y1 -Y2 ) (Y1 -Y3 )

(X -X 2 ) (X -X 3 ) (2Y-Y2 -Y3 )

+  ψ 2 (X 2 , Y 2 )
(X 2 -X 3 ) (X 2 -X 0 ) (Y2 -Y3 ) (Y2 -Y0 )

(X -X 3 ) (X -X 0 ) ( 2Y-Y3 -Y0 )

=  V x

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２３（その２）［２３／／３５］３５］



２次元完全流体（２次元完全流体（有限要素法有限要素法））

①①--33 循環流循環流（（ 有限要素法の有限要素法の理論式理論式））
有限要素法

（偏微分方程式の境界値問題を変分問題に帰着させ、変分問題を近似的に解く方法）

 ① 微分方程式の境界値問題

下記の偏微分方程式の境界値問題を考える。

∂X

∂
P( X, Y)

∂X

∂ψ
 + 

∂Y

∂
P( X, Y)

∂Y

∂ψ
 - Q( X, Y)ψ = F( X, Y)                 （１）

境界条件：ψ(X, Y) =ψ0( X, Y) 、　            ( X, Y)∈C1                                (2)

    

∂n

∂ψ
 + A( X, Y)ψ = B( X, Y) 、　( X, Y)∈C2                                (3)

上式で、

D：平面領域

C1：平面領域Dの境界（部分）

C2：平面領域Dの境界（部分）

P( X, Y) ：平面領域Dにおける既知関数

Q(X, Y) ：平面領域Dにおける既知関数

F( X, Y) ：平面領域Dにおける既知関数

ψ0( X, Y) ：境界C1での既知関数

A( X, Y)   ：境界C2での既知関数

B( X, Y)   ：境界C2での既知関数

 ② 変分問題

(1)、(2)、(3)式に示す偏微分方程式の境界値問題は、(2)式の境界条件を満たすψ(X, Y)∈

C2の中で、下記の汎関数を最小にする変分問題に帰着される。

J [ ψ] = 
2

1
 ∬
D

P( X, Y)
∂X

∂ψ
2

+
∂Y

∂ψ
2

 + Q(X, Y) ψ2 + 2F(X, Y) ψ dX dY

 + ∫
C

2 2

1
 P(X, Y) A(X, Y) ψ2 - P(X, Y) B(X, Y) ψ  dS                      (4)

（証明略）

 ③ 有限要素法

Ritz法により、(4)式の変分問題の解ψ(X, Y)を、下記のように一次結合式で近似する。

 ψ
∧

( X, Y)  = Σ
j=1

N

ψjφj( X, Y)                                                                       (5)

ここで、ψjは未知パラメータ、φｊ( X, Y)は基底関数である。

基底関数φｊ( X, Y)は、下記の条件を満足するものとする。

φｊ( X, Y)  = δij = 1 ( i = j )                                                                     (6) 

                    = 0 ( i ≠ j )
(2)式が、C1上の節点Pi(Xi, Yi)について成立するものとみなすと

　
 ψ
∧

( Xi, Yi)  = Σ
j=1

N

ψjφj( Xi, Yi)  = ψ0(Xi, Yi)                                                     (7)

(7)式を満たす ψ
∧

( X, Y)のなかで、(4)式の汎関数J ψ
∧

を最小にする未知パラメータψjを

Ritz法により求める。(5)式を(4)式に代入する。

J ψ
∧

= 
2

1
 ∬
D

P( X, Y) Σ
j=1

N

ψj
∂X

∂φj
2

+ Σ
j=1

N

ψj
∂Y

∂φj
2

 + Q(X, Y) Σ
j=1

N

ψj φj

2

          

                    + 2F(X, Y) Σ
j=1

N

ψj φj  

 + ∫
C2 2

1
 P(X, Y) A(X, Y) Σ

j=1

N

ψjφj

2

 - P(X, Y) B(X, Y) Σ
j=1

N

ψj φj  dS   (8)   

     
(8)式のJ ψ

∧

を最小にする必要条件は、

  
∂ψi

∂J
= ∬

D
P( X, Y)

∂X

∂φi
 Σ

j=1

N

ψj
∂X

∂φj
 + 

∂Y

∂φi
Σ
j=1

N

ψj
∂Y

∂φj
                           

                + Q(X, Y)φi Σ
j=1

N

ψj φj   + F(X, Y)φi dXdY 

 + ∫
C

2

 P(X, Y) A(X, Y)φi Σ
j=1

N

ψjφj  - P(X, Y) B(X, Y)φi  dS       

           = Σ
j=1

N

∬
D

P( X, Y)
∂X

∂φi

∂X

∂φj
 + 

∂Y

∂φi

∂Y

∂φj
 +  Q(X, Y)φi φj  dXdY          

                 + ∫
C

2

{  P(X, Y) A(X, Y)φi φj } dS ψj 

+ ∬
D
F(X, Y)φi　dXdY - ∫

C2

{ P(X, Y) B(X, Y)φi } dS                               (9)      

となり、(4)式の汎関数J ψ
∧

を最小にする未知パラメータψjは、次の連立一次方程式の解で

ある。

[ Kij ] { ψi } ={ Gi }

Kij = ∬
D

P( X, Y)
∂X

∂φi
 
∂X

∂φj
 + 

∂Y

∂φi
 
∂Y

∂φj
 + Q(X, Y) φi φj dX dY

 +  
C2

{  P(X, Y) A(X, Y)φi φj } dS

Gi = - ∬
D
 F( X, Y)φi dXdY + ∫

C2

{ P(X, Y) B(X, Y)φi } dS 

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２４（その２）［２４／／３５］３５］



３次元完全流体３次元完全流体
①①--1 Vortex Ring1 Vortex Ring（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

空気砲（Ｖｏｒｔｅｘ空気砲（Ｖｏｒｔｅｘ Ｒｉｎｇ）の実験よりＲｉｎｇ）の実験より
出典：宮田出典：宮田 佳則佳則 （新潟高校）（新潟高校）
http://www.infohttp://www.info--
niigata.or.jp/~ymiyata/genshi/e12smoke.htmniigata.or.jp/~ymiyata/genshi/e12smoke.htm

渦糸による誘起速度：dWp

→

(Biot-Savartの定理)

0 ≦ r  ≦ r        dW  = 
4π( r )

Γ( sinβ)  dS  x r
pi RANK INE p

→

RANK INE
3

3
→

i pi

→

r  ≦ r              dW  = 
4π( r )

Γ dS  x r
RANK INE pi p

→

3

→

i pi

→

ただし、　Γ：渦糸の強さ

rpi

→

：渦糸までの距離　　rpi

→

 = ( X p - X i, Yp - Yi, Zp - Zi )

dS
→

i：渦糸の微小部分　dS
→

i = ( dX i, dYi, dZ i )

β：渦糸の方向角　　　sinβ = 
|dS i|・|r pi|

dS
→

i x r pi

→

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２５（その２）［２５／／３５］３５］



３次元完全流体３次元完全流体
①①--2 Vortex Ring2 Vortex Ring（（理論式理論式））

渦糸による誘起速度：dWp

→

(Biot-Savartの定理)

0 ≦ r  ≦ r        dW  = 
4π( r )

Γ( sinβ)  dS  x r
pi RANK INE p

→

RANKINE
3

3
→

i pi

→

r  ≦ r              dW  = 
4π( r)

Γ dS  x r
RANKINE pi p

→

3

→

i pi

→

ただし、　Γ：渦糸の強さ

rpi

→

：渦糸までの距離　　rpi

→

 = ( Xp - Xi, Yp - Yi, Zp - Zi )

dS
→

i：渦糸の微小部分　dS
→

i = ( dXi, dYi, dZi )

β：渦糸の方向角　　　sinβ = 
|dSi|・|rpi|

dS
→

i x rpi

→

dWp

→

 = ( Vpx, Vpy, Vpz)

0 ≦ rpi ≦ rRANKINE       dWp

→

 = 
4π( rRANKINE)

3

Γ( sinβ)
3

* [ dXi( Zp - Zi) -dZi( Yp - Yi) , dZi( Xp - Xi) -dXi( Zp - Zi) , dXi( Yp - Yi) -dYi( Xp - Xi) ]

rRANK INE ≦ rpi             dWp

→

 = 
4π( r)

3

Γ

* [ dXi( Zp - Zi) -dZi( Yp - Yi) , dZi( Xp - Xi) -dXi( Zp - Zi) , dXi( Yp - Yi) -dYi( Xp - Xi) ]

Vθ

ｒ

Vθ = 
r

κ

rRANKINE

Vθ = 
( rRANKINE)

2

κr

循環流とランキン渦の回転速度

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２６（その２）［２６／／３５］３５］



２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）

①①--1 1 流体ミニ流体ミニゲームゲーム（（ ビデオ上映ビデオ上映 ））

下記の２式（連続の式、Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）下記の２式（連続の式、Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）
は、非線形連立変微分方程式で解析的は解けなは、非線形連立変微分方程式で解析的は解けな
いい

MacMac法に従い法に従い、圧力：Ｐに関するＰｏｉｓｓｏｎ方程、圧力：Ｐに関するＰｏｉｓｓｏｎ方程
式に変形してから、式に変形してから、
Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式を時間的に数値積分しＮａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式を時間的に数値積分し
ていくていく

∇  =  0・ u

∂ t

∂
 +  (  ∇  )  =  -∇ p +  

Re

1
 ⊿  

u
u  ・ u  u

ミニミニゲーム（ＳｗｉＱ）ゲーム（ＳｗｉＱ）

ミニミニゲーム（ゲーム（ＪｅｔＦｉｎｇｅｒＪｅｔＦｉｎｇｅｒ））

 ΔP  ＝- ∇・( ∇)  + 
Δt

t Vt・ Vt
Dt

Δt

 -
 + ( ∇)  = -ΔP  + 

Re

1
Δ

Vt+Δt  Vt Vt・ Vt t Vt

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２７（その２）［２７／／３５］３５］



２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）

①①--２２ 流体ミニ流体ミニゲームゲーム（（理論式理論式））
X = X L, Y = Y L,  Z = Z L  

～ ～ ～

V  = V  U, V  = V  U, V  = V  U                                                                                    (7)x x

～

y y

～

z z

～

t = t  
U

L
, P - P  = P ρU

～

0 

～
2

Δ= 

∂X

∂
, 

∂Y

∂
,

∂Z

∂
                                                                                             (8)

～

～ ～ ～

∇= 

∂X

∂
 + 

∂Y

∂
 + 

∂Z

∂
                                                                                          (9)

～

～
2

2

～
2

2

～
2

2

∇・ = 0                                                                                                                 (1)V 

∂t

∂
 + ( ・∇)  = -

ρ

1
∇P + νΔ                                                                               (2)

V
V V V

Δ= 
∂X

∂
, 
∂Y

∂
,
∂Z

∂
                                                                                              (3)

∇= 
∂X

∂
 + 
∂Y

∂
 + 
∂Z

∂
                                                                                          (4)

2

2

2

2

2

2

∇・ = 0                                                                                                                 (5)
～

V
～

 

∂t

∂
 + ( ・∇)  = -∇P + 

UL

ν
Δ                                                                                (6)

V
～

V
～ ～

V
～ ～～ ～

V
～

・Navier-Stokes方程式
水のような流動する連続体を表現する方程式は Navier-Stokes
方程式と呼ばれ次式で与えられる。

ここで、Vは流速（Vx, Vy, Vz）、Pは圧力、 ρは密度、 νは流体の動
粘性係数である。 また、△はnabla（スカラー関数の勾配）、 Δは
laplacian（Laplaceの演算子）を表す。

(1)式は「連続の式」と呼ばれ質量保存則を表す。また、（2）式は運動
量保 存則を表す。
流れを表す代表量として、長さをL、速度をU、圧力P

0
を用いて、(1)、

(2)式を以下のように無次元化する。

ここで、

(５)、(6)式において、UL/νが同じであれば、長さ、速度、動粘
性係数が異なっていても、同じ運動方程式となる。UL/νは
Reynolds数（Reと表記する）と呼ばれ、流れの相似則に用いら
れるパラメータである。
(５)、(6)式で表されるNavier-Stokes 方程式の特徴をあげる。
・左辺第２項が非線形となった楕円型偏微分方程式
・速度Vについては時間変化項があるが、 圧力Pについて
は時間変化項がない。

このため、Navier-Stokes 方程式を解析的に解くことが困難とな
っている。
非圧縮性 Navier-Stokes 方程式を数値的に解く方法として次
の４種類がある。
①圧力を消去する方法
②圧力を独立に求める方法
③擬似的な圧縮性を導入する方法
④連続の式、Navier-Stokes 方程式を同時連立させて解く方法
本セミナーでは、②の方法（Mac法）を用いた。

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２８（その２）［２８／／３５］３５］



２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）２次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式）

①①--3 3 流体ミニ流体ミニゲームゲーム（（理論式理論式））
Mac法による、Navier-Stokes 方程式の数値解法について述べる。

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［２９（その２）［２９／／３５］３５］

が、圧力Pについての条件式となる。
以上、水のような流動する連続体を表現する方程式は、次式を
解くこととなる。

 ΔP ＝- ∇・( ∇)  + 
Δt
                                                              　　　　　　　　　   (16)t Vt・ Vt

Dt

Δt

 -
 + ( ∇)  = -ΔP + 

Re

1
Δ                                                                  (17)

Vt+Δt  Vt Vt・ Vt t Vt

(16)式は、圧力Pに関するPoissonの方程式であり、時間tにおけ
る速度Vtの分布が分かれば、圧力Pの分布が分かる。また、(17)
式により、時間tにおける速度Vtの分布と圧力Pの分布が分かれ
ば、時間t+△ｔにおける速度Vt＋△ｔの分布が分かることとなる 。

∂t

∂(∇・ )
 + ∇・( ・∇)  = -ΔP + 

Re

1
∇・(Δ )　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　 (10)

V
V V V

(6)式において、両辺のnabla（スカラー関数の勾配）をとる。ただし、無
次元量を表す”～”は省略している。

∇・(Δ ) = ∇・{∇(∇・ ) - ∇ x ∇ x } = Δ(∇・ )                                                    (11)V V  V V

= ∇・ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　                                  (12)D V

∂t

∂
 + ∇・( ・∇)  = -ΔP + 

Re

1
Δ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   (13)

D
V V D

ここで、

となる。

を用いると、

連続の式（1）式によれば、D = 0となるが、 （13）式を差分化して解く際、
離散化誤差が集積してDが大きな値とならないように、以下のような手続
きをとる。

Δt

 -
 + ∇・( ∇)  = -ΔP + 

Re

1
Δ                                                                (14)

Dt+Δt  Dt Vt・ Vt t Dt

(13)式について、時間tについての漸近式で表す。

(14)式において、Dtが０に近く、また、Reが十分大きいと考えられるので、
1/Re・△Dt = 0とみなす。
その時、(14)式において、D

ｔ＋△ｔ
=0となるためには

Δt

-
 + ∇・( ∇)  = -ΔP                                                               　　　　　　　　　　 (15)

 Dt Vt・ Vt t



３次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ３次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ--Ｓｔｏｋｅｓ方程式）Ｓｔｏｋｅｓ方程式）
①①--1 1 竜巻のシミュレーション竜巻のシミュレーション（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

Rotation near the GroundRotation near the GroundののNaviorNavior・・StokesStokes方程式：方程式：

（出典：（出典：BoundaryBoundary--Layer Theory by Dr. Hermann Layer Theory by Dr. Hermann SchlichtingSchlichting））
（注）厳密解が得られる稀有なＮａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式（注）厳密解が得られる稀有なＮａｖｉｅｒ・Ｓｔｏｋｅｓ方程式

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３０（その２）［３０／／３５］３５］

1) Navior-Stokesの方程式

Vr
∂r

∂Vr
 + Vz

∂z

∂Vr
 - 

r

Vθ
2

 = - 
ρ

1

∂r

∂p
 + ν

∂r2

∂2Vr
 + 

∂r

∂

r

Vr
 + 

∂z2

∂2Vr

Vr
∂r

∂Vθ
 + Vz

∂z

∂Vθ
 + 

r

VrVθ
 = ν

∂r2

∂2Vθ
 + 

∂r

∂

r

Vθ
 + 

∂z2

∂2Vθ
              (1)

Vr
∂r

∂Vz
 + Vz

∂z

∂Vz
 = - 

ρ

1

∂z

∂p
 + ν

∂r2

∂2Vz
 + 

r

1

∂r

∂Vz
    + 

∂z2

∂2Vz

2) 連続の式

∂r

∂Vr
 + 

r

Vr
 + 

∂z

∂Vz
 = 0                                                                      (2)

3) 境界条件

at z = 0  ： Vr = 0, Vθ = 0, Vz = 0                                                         (3)

at z = ∞ ： Vr = 0, Vθ = rω



３次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ３次元粘性流体（Ｎａｖｉｅｒ--Ｓｔｏｋｅｓ方程式）Ｓｔｏｋｅｓ方程式）
①①--2 2 竜巻のシミュレーション竜巻のシミュレーション（（理論式理論式））

ζ F(ζ） G（ζ） H（ζ）

0.000 0.000 0.000 0.000

0.500 -0.343 0.382 0.190

1.000 -0.468 0.731 0.614

1.500 -0.437 1.004 1.076

2.000 -0.318 1.175 1.460

2.500 -0.171 1.246 1.704

3.000 -0.038 1.242 1.800

3.500 0.056 1.192 1.784

4.000 0.106 1.123 1.702

4.500 0.117 1.056 1.590

5.000 0.103 1.003 1.478

5.500 0.074 0.969 1.390

6.000 0.041 0.954 1.332

6.500 0.013 0.953 1.308

7.000 -0.010 0.959 1.304

7.500 -0.020 0.975 1.320

8.000 -0.023 0.990 1.340

8.500 -0.020 1.000 1.364

9.000 -0.013 1.007 1.382

9.500 -0.006 1.010 1.390

10.000 0.000 1.009 1.390

10.500 0.003 1.007 1.386

11.000 0.004 1.005 1.382

11.500 0.003 1.002 1.380

12.000 0.001 1.000 1.380

12.500 0.000 1.000 1.380

∽ 0.000 1.000 1.380

地 上 近 傍 で 中 心 に 巻 き 込 む 流 れ が あ り 、 、 巻 き 上 が っ て い く流 体 の N a v io r - S t o k e sの 方 程 式

は 次 式 で 与 え ら れ る 。

1 )  N a v io r - S t o k e sの 方 程 式

V r
∂ r

∂ V r
 +  V z

∂ z

∂ V r
 -  

r

V θ
2

 =  -  
ρ

1

∂ r

∂ p
 +  ν

∂ r 2

∂ 2 V r
 +  

∂ r

∂

r

V r
 +  

∂ z 2

∂ 2 V r

V r
∂ r

∂ V θ
 +  V z

∂ z

∂ V θ
 +  

r

V r V θ
 =  ν

∂ r 2

∂ 2 V θ
 +  

∂ r

∂

r

V θ
 +  

∂ z 2

∂ 2 V θ
              ( 1 )

V r
∂ r

∂ V z
 +  V z

∂ z

∂ V z
 =  -  

ρ

1

∂ z

∂ p
 +  ν

∂ r 2

∂ 2 V z
 +  

r

1

∂ r

∂ V z
    +  

∂ z 2

∂ 2 V z

2 )  連 続 の 式

∂ r

∂ V r
 +  

r

V r
 +  

∂ z

∂ V z
 =  0                                                                       ( 2 )

3 )  境 界 条 件

a t  z  =  0   ：  V r  =  0 ,  V θ  =  0 ,  V z  =  0                                                          ( 3 )

a t  z  =  ∞  ：  V r  =  0 ,  V θ  =  r ω

( 1 ) 、 ( 2 ) 、 ( 3 )式 に お い て 、

r 、 θ 、 zは 、 半 径 方 向 、 回 転 方 向 、 鉛 直 方 向 の 座 標

V r、 V θ 、 V zは 、 半 径 方 向 、 回 転 方 向 、 鉛 直 方 向 の 速 度

ω は 、 巻 き 込 む 流 体 の 回 転 角 速 度

次 に 、 以 下 の 無 次 元 座 標 を 導 入 す る 。

ζ  =  z  
ν

ω
                                                                              ( 4 )

こ こ で 、 ν は 動 粘 性 係 数

流 速 u ,  v ,  w を 、 ( 4 )式 で 定 義 し た 無 次 元 座 標 ζ を 用 い た 関 数 F ( ζ ) 、 G ( ζ ) 、  H ( ζ ) を 使 っ

て 次 の よ う に 表 現 す る 。

V r  =  r ω F ( ζ )

V θ  =  r ω G ( ζ )                                                                                 ( 5 )

w  =  ν ω H ( ζ )

半 径 方 向 の 圧 力 の 変 化 は 、 地 上 か ら 離 れ た 点 で の 粘 性 の な い 流 れ の 圧 力 変 化 を 用 い る 。

ρ

1

∂ r

∂ p
 =  

r

V r
2

 =  r  ω 2                                                                         ( 6 )

以 上 、 ( 5 ) 、 ( 6 )式 を 用 い て 、 ( 1 ) 、 ( 2 ) 、 ( 3 )式 を 書 き 直 す と 、 次 式 が 得 ら れ る 。

F 2  -  G 2  +  H
d ζ

d F
 -  

d ζ 2

d 2 F
 +  1  =  0

2 G F  +  H
d ζ

d G
 -  

d ζ 2

d 2 G
 =  0                                                                     ( 7 )

2 F  +  
d ζ

d H
 =  0

a t  ζ  =  0   ：  F  =  0 ,  G  =  0 ,  H  =  0                                                             ( 8 )

a t  ζ  =  ∞  ：  F  =  0 ,  G  =  1

( 7 ) 、 ( 8 )式 を 多 項 式 近 似 し て 得 ら れ た 結 果 を テ ー ブ ル に 示 す 。

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３１（その２）［３１／／３５］３５］



海洋波海洋波

①①--1 1 短波頂不規則波のシミュレーション短波頂不規則波のシミュレーション（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））
短波頂不規則波スペクトラム短波頂不規則波スペクトラム

ＩＳＳＣの海洋波スペクトラルＩＳＳＣの海洋波スペクトラル
(International Ship Structure Congress)(International Ship Structure Congress)

ＩＳＳＣの海洋波スペクトラルＩＳＳＣの海洋波スペクトラル
出典：造船設計便覧出典：造船設計便覧

[ f( ω , θ) ]  =  k[ f( ω ) ] cos θ　　　  -
2

π
≦θ≦

2

π
 

2 2 n

[ f( ω , θ) ]  =  0                            (  その他の場合 )
2

k及びnは定数で、ITTCでは暫定的に=
π

2
、n = 2

[ f ( ω ) ]  =  0 .1 1 H ω
ω

ω
EXP - 0 .4 4

ω

ω2 2
１
- 1

1

- 5

1

- 4

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３２（その２）［３２／／３５］３５］



海洋波海洋波

①①--2 2 短波頂不規則波のシミュレーション短波頂不規則波のシミュレーション（（理論式理論式））
2) 短波頂不規則波（ ISSCの海洋波スペクトラム ）

ζ(X, Y, t) = Σ

θ
j
=-

2

π

θ
j
=

2

π

 Σ
ω

i
=ω

0

ω
i
=ω

N

 Aij cos( ωi t + Lij X + Mij Y + εij )                      (4)

ここで、ζ(X, Y, t) ：短波頂不規則波の波形状

　　　　Aij ： 不規則波の成分波の半波高

Aij = 2.0 x [ f(ω, θ) ]
2
 ΔωΔθ

    = 2.0 x 0.11 H2 ω1
-1 

ω1

ω
-5

EXP -0.44
ω1

ω
-4

ΔωΔθ (5)

ωi ：短波頂不規則波の波振動数

ωi = ω0 + Δω x i                                                             (6)

Δω：短波頂不規則波スペクトラムの波振動数の分割区間

Δω = 
Nw

ωN
w
-ω0

  （ωN
w
：最大波振動数、ω0：最小波振動数、Nw：分割数）

θi ：短波頂不規則波の入射角

θj = θmin + Δθ x j                                                           (7)

Δθ：短波頂不規則波スペクトラムの入射角の分割区間

Δθ = 
Nθ

θmax-θmin
  （θmax：最大入射角、θmin：最小入射角、Nθ：分割数）

Lij、Mij ：短波頂不規則波のX、Y方向の波数

 Lij = Ki cos(θj)  = 
g

ωi
2

cos(θj)  = 
g

(ω0+Δω x i )
2

cos(θmin+Δθ x j )

 Mij = K i sin(θj)  = 
g

ωi
2

sin(θj)   = 
g

(ω0+Δω x i )
2

sin(θmin+Δθ x j  )

                                                                                          (8)

εij ：短波頂不規則波の位相（0～2πのランダム数）

：1) 短波頂不規則波スペクトラム [ f(ω, θ) ]
2

[ f(ω, θ) ]
2
 = k[ f(ω) ]

2
cosnθ     ( -

2

π
 ≦ θ ≦ 

2

π
 )                            (1)

[ f(ω, θ) ]
2
 = 0                        (  

2

π
 ≦ θ ≦ 

2

3π
 )

ここで,ω：波振動数[ 1/sec]

θ：成分波の入射角[ rad]

 k = 
π

2
、n = 2  ( ITTCの暫定案 )

[ f(ω) ]
2
：海洋波スペクトラム

① ISSC ( International Ship Structure Congress )

[ f(ω) ]
2
 = 0.11 H2 ω1

-1 
ω1

ω
-5

EXP -0.44
ω1

ω
-4

             (2)

ここで、H：有義波高[ m]

Tw：平均波周期[ sec]  （Tw = 3.86 H ）

ω1=
Tw

2π
 （Tw：平均波周期[ sec] ）

② ITTC ( International Towing Tank Conference )

[ f(ω) ]
2
 = 

ω5

A
 EXP

ω4

-B
                                              (3)

ここで、A = 8.10 x 10-3 x g2  （ g = 9.8 m/s2）

 B = 3.11 / H2

 H：有義波高[ m]

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３３（その２）［３３／／３５］３５］



複合現象（流体、混合、燃焼）複合現象（流体、混合、燃焼）

①①--1 1 炎と流体映像制作ソフト炎と流体映像制作ソフト（（ ＰＣ実演ＰＣ実演 ））

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３４（その２）［３４／／３５］３５］

 



複合現象（流体、混合、燃焼）複合現象（流体、混合、燃焼）

①①--2 2 炎と流体映像制作ソフト炎と流体映像制作ソフト
（（理論式理論式））

・・ 非圧縮性流体運動方程式非圧縮性流体運動方程式（（ＮＳ方程式）ＮＳ方程式）

・・ 燃焼方程式（熱発生を伴う熱伝導方程式）燃焼方程式（熱発生を伴う熱伝導方程式）

・・ 拡散方程式（反応を伴う濃度方程式）拡散方程式（反応を伴う濃度方程式）

YESYES

各パーティクルの寿命各パーティクルの寿命
燃焼時間≧燃焼寿命燃焼時間≧燃焼寿命

場の初期設定（初期速度：ｕ場の初期設定（初期速度：ｕ００、初期温度：、初期温度：TT００、初期濃度：、初期濃度：CC
００））

(2(2--2)2)式→時刻：式→時刻：ttiiにおける速度変化：⊿における速度変化：⊿uuiiの計算の計算

時刻：時刻：tti+1i+1==ttii++⊿⊿ttにおけるパーティクルの位置計算：におけるパーティクルの位置計算：
ｘｘi+1i+1==ｘｘii+u+uii・⊿・⊿ttの計算の計算

(2(2--1)1)式→時刻：式→時刻：ttiiにおける圧力変化：⊿における圧力変化：⊿ppiiの計算の計算

(3)(3)式→時刻：式→時刻：ttiiにおける温度変化：⊿における温度変化：⊿TTiiの計算の計算

(4)(4)式→時刻：式→時刻：ttiiにおける濃度変化：⊿における濃度変化：⊿CCiiの計算の計算

時刻：時刻：tti+1i+1==ttii++⊿⊿ttにおける温度場計算：における温度場計算：TTi+1i+1==TTii++⊿⊿TTii

時刻：時刻：tti+1i+1==ttii++⊿⊿ttにおける濃度場計算：における濃度場計算：CCi+1i+1==CCii++⊿⊿CCii

時刻：時刻：tti+1i+1==ttii++⊿⊿ttにおける速度場計算：における速度場計算：uu i+1i+1==uuii++⊿⊿uuii

TTi+1i+1≧≧発火温度発火温度

パーティクルの初期設定（初期濃度に合わせて分布個数、パーティクルの初期設定（初期濃度に合わせて分布個数、
各パーティクルの速度、温度、燃焼寿命の設定等）各パーティクルの速度、温度、燃焼寿命の設定等）

未発火状態のテ未発火状態のテ
クスチャを使用クスチャを使用

時刻時刻tti+1i+1における濃度場における濃度場CCi+1i+1にあわせて、パーティクにあわせて、パーティク

ルの位置ルの位置ｘｘi+1i+1を補正を補正

燃焼後の燃焼後の
テクスチャを使用テクスチャを使用

NONO

NONOYESYES

燃焼状態のテク燃焼状態のテク
スチャを使用スチャを使用

(2(2--1)1)式式

(2(2--2)2)式式

(3)(3)式式

(4)(4)式式

流体力学のゲーム応用流体力学のゲーム応用（その２）［３５（その２）［３５／／３５］３５］
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